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論 文 内 容 要 旨
最適輸送理論のとは,"砂山〟を同質量の砂山LJに移す総輸送費用が最小となる方法は何か"という問
題に取り組むために1781年にG.Mongeが提唱し,1940年代にL.Kantorovichが大きな進展をもたらした理
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論である.彼らは砂山の質量を正規化し確率測度とみなし,問題を確率測度空間上の変分問題として定式
化した.もし二つの山が同位置にあり同形状であれば動かす必要はないので,最小総輸送費用は0である.
逆にこっの砂山の間に隔たりがあればある程,最小総費用は高くなると考えられる.よって二つの砂山の
間の最小総費用は二つの砂山の違いを表す.また最適輸送法は,点xにある砂を点yに移すのに掛かる費
用がどのように与えられるのかに依存する.点ズにある砂を点yに移すのに掛かる費用が,点ズと点yの
距離の2乗に比例すると仮定する.距離関数の対称性から,砂山〃を砂山L/に移す最小総費用はと砂山L,
を砂山FLに移す最小総費用は一致する.また砂山FLを砂山Uを経由してから砂山L,に運ぶときの総費用は,
砂山FLを砂山LJに直接運ぶ総費用はより高いと考えることは自然である.よってこの場合の二つの砂山の
最小総費用は砂山間の距離関数になると期待される.実際に点xにある砂を点yに移すのに掛かる費用が
点xと点yの距離の2乗に比例するとき,二つの砂山の間の総輸送費用の平方根は距離関数となることが
示されており,こうして得られた確率測度空間上の距離関数をwasserstein距離と呼ぶ.そして元々の輸
送問題をユークリッド空間上で考えれば解答が与えられており,砂山FLを砂山zJに移す総輸送費用が最小
となる方法が一意的に存在する. さらに砂山FL砂山L,に移す途中経過で現れる砂山による補間は,
wasserstein距離に関するFLとL,を結ぶ最短測地線となる.
最適輸送理論は様々な分野で応用され,近年の目覚ましい応用として物質の拡散現象を表す発展型方程
式論への応用がある.物質は拡散によって質量が変化しないと仮定し,さらに物質の状態は密度関数で表
されていると仮定する.このとき初期値を正規化すればェネルギーは確率測度空間上の汎関数となり,発
展型方程式はエネルギー汎関数のWasserstein空間上の勾配流と見なせる.Wasserstein空間の任意の二元
が最短線で結べるので汎関数の凸性は定義可能であり,勾配流の一般論よりエネルギー汎関数が狭義凸関
数であれば平衡解の存在と任意の解の平衡解-の指数減衰が従う.このとき拡散を表すエネルギー汎関数
の凸性は,物理的には拡散に伴いエネルギーが減少することを意味する.一様分布が形状を保ったまま拡
散することは集合の拡大写像による変形で記述されるように,拡散現象は基空間の拡大写像による押出測
度で与えられる.つまり拡散というwasserstein空間の拡大写像は基空間の拡大写像による押出測度で与
えられる.このように基空間とそのWasserstein空間の間には密接な関わりがあり,関連の一つとして拡
大写像の関連を使い基空間が錐構造を持っていることとwasserstein空間が錐構造を持っていることの同
値性を示した.証明の鍵は基空間の最短測地線とwasserstein空間の最短測地線の間の拡大写像による関
係を明らかにしたことであり,拡大写像はガスの拡散を表しているので拡散現象を考察する際に重要な見
解をもたらす.
最適輸送理論を発展型方程式へ応用する際に重要視することがエネルギー汎関数の凸性であることは,
発展型方程式を勾配流とみなしたときにエネルギー汎関数の凸性がなければ,その発展型方程式に対して
平衡解の存在や指数減衰の情報が得られないことから分かる.そしてエネルギー汎関数の凸性があるとき
は平衡解が一意的に存在し精密な減衰率が得られていたが,Fokker-Planck方程式以外の場合は平衡解の
特徴付けは明確でなかった.ここでFokkeトPlanck方程式とは線型な拡散項と移流項によって与えられる
発展型方程式である.線型性であるためにFokker-Planck方程式は様々な理論における重要な特性が知ら
れている.これらの特性を一般の発展型方程式で展開し平衡解の特性を明確にするために,Fokker-Planck
方程式の持っ幾何構造を考察した.
まず平衡解そのものだけでは情報量が少ないので,平衡解の一点に停留しっづけるという条件を一点か
ら空間に広げた構造である安定空間を考える.つまり安定空間とは解が停留 しっづける空間である.
Fokker-Planck方程式の安定空間の一つはGauss測度族という平均ベクトルと正定植対称行列で与えられ
る共分散行列をパラメータに持っ指数分布族である.
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Gauss測度族のWassersteh幾何における重要性は凸性である.すなわち任意のGauss測度を結ぶ最短測
地線はGauss測度によって補間される.よってWasserstein距離をGauss測度に制限して得られる幾何は
Wasserstein空間そのものの幾何構造を反映する.Wasserstein空間そのものの幾何は,空間の無限次元性
ゆえに具体的な描写は得られていなかった.しかしGauss測度は平均ベクトルと共分散行列を座標関数に
持っ有限次元多様体である.そこでその有限性を用いてGauss測度族の詳細なwasserstein幾何をリーマ
ン幾何の観点から明らかにした.またGauss測度族が完備空間ではないことは,共分散行列を表す正定値
対称行列のなす空間が完備ではないことから推測できる.実際Gauss測度族は完備ではなく,その完備化
はディラック測度などを含む特異点を持っ空間である.完備化されたGauss測度族を特異点を持っ距離空
間の幾何であるアレキサンドロフ幾何の観点から考察し,特異点解析で重要となる接錐構造と滑層分割構
造を明らかにした.接錐構造とは多様体の接空間の一般化であり,滑走分割とは特異点の退化の仕方によ
る空間の分割である.この描写はアレキサンドロフ空間の非自明な例を提唱する.
Gauss測度族は増加関数から定まる情報幾何構造も許容する.情報幾何とはWasserstein幾何とは異な
る確率測度空間の幾何であり,情報幾何構造とは双対構造と呼ばれる多様体上の計量とその計量に関して
直交する二組の測地線と,ダイバージェンスと呼ばれる双対構造から定まる直角三角形に対していっでも
ピタゴラスの定義が成立するような二測度の差異を計る汎関数の事をさす.Gauss測度族は恒等関数から
定まる情報幾何構造を持ち,双対構造に現れる計量はFisher計量 と呼ばれ, ダイバージェンスは
Kulback-Leiblerダイバージェンスと呼ばれる.そして Fokker-Planck方程式の平衡解を基準点とした
Kulback-LeiblerダイバージェンスのWasserstein距離に関する勾配流がFokker-Planck方程式となる.
放物型発展方程式の土台を築く線型発展型方程式Fokker-Planck方程式の,今までに述べた構造を要約
する.まずFokker-Planck方程式はGauss測度族と呼ばれるWasserstein空間の中で凸集合をなす安定空間
を持つ.Gauss測度族は情報幾何構造をも許容し,その情報幾何構造から定まるダイバージェンスの勾配
流は基準点が平衡解であればFokker-Planck方程式となる.この観点を基にFokker-Planck方程式の理論を
一般の発展型方程式に展開する.すなわち発展方程式として,平衡解とwasserstein空間の中で凸集合で
ある安定空間,及び増加関数が存在し,安定空間は増加関数から定まる情報幾何構造を持ち,そして平衡
解に基準点とするダイバージェンスの勾配流は元の発展型方程となる方程式を選ぶ.するとこれは多孔質
媒体流型の非線形Fokker-Planck方程式の場合に満たされる.(このとき対応する増加関数は幕関数である.)
これらを踏まえた上で,非線型Fokker-Planck方程式の安定空間の幾何構造を考察し,平衡解の表示の
みならず安定空間の上では解がどのように振舞うか特定した.
また確率測度空間の二つの幾何,wasserstein空間と情報幾何が異なることは,実数上のGauss測度族
を考えれば明白である.実数上のGauss測度族は平均ベクトルが実数全体,共分散行列が正数全体を動く
ので上半平面と同一視できる.このときFisher計量は双曲計量に相似だが,Wasserstein距離はユークリッ
ド距離と一致する.しかし異なる二つの幾何情報幾何とwasserstein幾何の詳しい関連は知られていなかっ
た.そこで情報幾何構造の距離関数のように振舞うダイバージェンスとwasserstein距離と比較する不等
式を示し,一つの関連性を提唱した.
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論文審査の結果の要旨
本論文には､著者 (高津飛鳥)によるWasserstein幾何学に関する研究成果がまとめられている.
wasserstein幾何学とは､ある多様体x上に定義される確率測度からなる空間p(x)上に最適輸送の観点か
ら定まる距離関数を与えたときに生じる空間p(Ⅹ)の幾何学のことで､確率論､応用数学および偏微分方
程式に深く関わる観点を提供する分野である｡実際100年来の未解決問題であったポアンカレ予想の解決
を近年果たしたG.Perelmanは､そこでWasserstein幾何学に内包される熱力学のアイデアを用いて､微分
幾何学に大きな前進をもたらしている｡この分野において最近とくに活発な研究がなされている理由は､
1990年代にY.Brenierが最適輸送問題の解の存在を示したことにある.その結果､この20年に確率論およ
び解析学において目覚ましい発展が見られたが､微分幾何学的な考察は比較的立後れていた｡
著者はユークリッド空間上で2次モーメントが有限な確率測度からなる空間のWasserstein幾何学に関
して得られた新しい結果を本論文にまとめている｡まず確率測度空間の部分集合であるガウス測度族が､
部分多様体として全測地的であることを用いて､ガウス測度族のリーマン幾何学的な構造を詳細に調べた｡
その際､デルタ測度を頂点とするWasserstein距離に関する錐構造が､実は確率測度空間全体において成
立していることに気づいた著者は､確率測度空間のWasserstein錐構造に関して非常に一般的に成り立っ､
良い結果を得た｡一方､確率測度空間内で定義される熱方程式および多孔質媒体流の方程式は､
wasserstein距離に関するある適当な汎関数の勾配流の構造を持っている｡著者は､これらの汎関数が甘
利 ･長岡によって先駆された情報幾何学と密接に関連していることを初めて定式化することで､熱方程式
および多孔質媒体流方程式にかかわる多くの既存の結果にWasserstein幾何学と情報幾何学の兼ね合いと
いう観点から､新しい見通しを提供している｡
以上のように､本論文にまとめられたWasserstein幾何学に関する本質的に新しい考察は､著者が自立
して研究活動を行うに必要な高度の能力および学識を有することを証明しているものである｡よって､高
津飛鳥提出の本論文は､博士 (理学)の学位論文として合格と認める｡
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